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АВТОМАТИЗАЦИЯ ПРОЦЕССОВ ПРЕОБРАЗОВАНИЯ 
НЕЛИНЕЙНЫХ МОДЕЛЕЙ К ЭКВИВАЛЕНТНЫМ 
ЛИНЕЙНЫМ В ФОРМЕ БРУНОВСКОГО 
Разработаны программные средства для автоматизации преобразований нелинейных 

моделей объектов к эквивалентным линейным моделям. С их помощью выполнен синтез 
линейной математической модели движения дизель-поезда в форме Бруновского, которая 
учитывает параллельную работу трёх тяговых асинхронных двигателей. Полученная модель 
может использоваться для поиска оптимальных управлений, а также для исследования 
процессов буксования и параллельной работы двигателей. Ил.: 2. Библиогр.: 13 назв. 
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Постановка проблемы и анализ литературы. Одними из главных 
задач, которые ставятся перед современными системами автоматического 
управления подвижным составом, являются задачи, связанные с выбором 
оптимальных режимов ведения поездов, при которых соблюдается 
заданный график движения и минимизируется расход энергоресурсов, а 
также задачи, связанные с оптимизацией работы отдельных составных 
частей подвижного состава [1 – 9]. Вопросами создания подобных систем 
управления занимались и занимаются множество специалистов, работы 
которых основаны на теории управления и теории оптимальных систем 
управления. К методам, получившим наиболее широкое распространение 
при проектировании систем управления железнодорожным транспортом, 
относятся, в первую очередь, методы функций Ляпунова, принципа 
максимума Понтрягина, классического вариационного исчисления, 
терминальных управлений и т.д. Данные методы позволяют выполнять 
синтез регуляторов для нелинейных объектов, однако они обладают и 
существенными недостатками, так как накладывают ограничения на 
порядок системы дифференциальных уравнений (не выше третьего 
порядка) и число управлений. Это значит, что их использование для 
синтеза оптимальных систем управления тяговым подвижным составом 
затруднено, особенно если речь идет об управлении приводом 
переменного тока. Трудности синтеза систем управления тяговыми 
асинхронными приводами, которые обычно более или менее точно 
описываются системами нелинейных дифференциальных уравнений 
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выше третьего-четвертого порядка, привели к разработке или 
упрощенных моделей второго-третьего порядка, или к линеаризации 
исходных нелинейных моделей с последующим применением 
математического аппарата теории оптимального управления линейными 
системами. Линеаризация может выполняться как в малой окрестности 
рабочей точки (по Тейлору), так и с помощью методов современной 
геометрии. Исследования параллельной работы двигателей и буксования 
требуют в математической модели наличия двух или большего числа 
двигателей. При этим линеаризация по Тейлору практически 
неприменима для синтеза систем управления тяговыми 
электроприводами. В связи с этим более перспективной выглядит 
линеаризация нелинейных систем управления с помощью обратной связи 
в пространствах "вход – выход" или "вход – состояние" [10, 11]. Однако в 
этом случае необходимо выполнять трудоемкие аналитические 
преобразования, которые не автоматизированы ни в одном из известных 
пакетов моделирования и которые стали причиной разрыва между 
теоретическими результатами геометрической теории управления и 
решением практических задач синтеза систем управления [12, 13].  

Целью исследования является разработка программных средств 
для универсального пакета моделирования, позволяющих 
автоматизировать сложные аналитические преобразования, необходимые 
в геометрической теории управления при получении из нелинейных 
математических моделей объектов эквивалентных линейных моделей в 
форме Бруновского. Демонстрация работоспособности программного 
обеспечения при синтезе линейной математической модели в форме 
Бруновского, описывающей процесс движения дизель-поезда. 

В процессе разработки программного обеспечения согласно 
описанного в работе [13] алгоритма синтезированы функции, которые 
выполняют следующие действия: 

– формируют векторные поля объектов по их моделям; 
– проверяют условия инволютивности; 
– вычисляют производные Ли; 
– вычисляют преобразования переменных расширенной модели 

объекта в переменные в форме Бруновского; 
– выполняют интегрирование системы дифференциальных 

уравнений. 
Продемонстрируем эти функции в процессе синтеза линейной 

математической модели дизель-поезда с тремя тяговыми асинхронными 
двигателями. 
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Движение дизель-поезда в режиме тяги и в режиме перехода от тяги 
к буксованию может быть описано следующей системой обыкновенных 
дифференциальных уравнений: 
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где S – расстояние, пройденное от начала перегона; t – время;  

1k , 1
2k , 2
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q-го тягового электродвигателя; q
s

q

q
s

q
r

q
s

q

q
m

q
rq

L
R

LL
LR

σ
+

σ
=γ 2

2

)(
)( ; q

rR , q
sR  

)3,1( =q  – активные сопротивления роторных и статорных обмоток 

тяговых электродвигателей; qr  )3,1( =q  – радиус колеса q-го тягового 

двигателя; q
vs

q
us uu   ,  ( 3,1=q ) – статорные напряжения q-го двигателя по 

осям u и v. 
Преобразование исходной математической модели (1) – (6) к 

линейному виду начнем с введения в правые части обыкновенных 
дифференциальных уравнений (3) и (4) новых управлений )6,1( =iUi , 
позволяющих убрать из соответствующих уравнений нелинейные части: 
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Обозначив ;1 Sx =  ;2 Vx =  ;1
3 urx Ψ=  ;1

4 vsix =  ;1
5 vrx Ψ=  ;1

6 usix =  

;2
7 urx Ψ=  ;2

8 vsix =  ;2
9 vrx Ψ=  ;2

10 usix =  ;3
11 urx Ψ=  ;3

12 vsix =  ;3
13 vrx Ψ=  

;3
14 usix =  111 ka = ; 11

22221 µ== kaa ; 22
22423 µ== kaa ; 33

22625 µ== kaa ; 

327 ka = ; 428 ka = ; 529 ka = ; 1
5131 α−== aa ; 1

6
5232 r

pkaa −= ; 

11
5333 mLaa α== ; 1

6141 γ−== aa ; 2
9171 α−== aa ; 2

6
9272 r

pkaa −== ; 

22
9373 mLaa α== ; 2

10181 γ−== aa ; 3
131111 α−== aa ; 3

6
132112 r

pkaa −== ; 

33
133113 mLaa α== ; 3

141121 γ−== aa , из системы обыкновенных 
дифференциальных уравнений (1) – (6) получим следующую 
математическую модель, описывающую движение дизель-поезда по 
железнодорожному перегону: 
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;1211
1 fxa

dt
dx

==  

;2
2
229228

2714132612112510924872365224321
2

fxaxa

axxaxxaxxaxxaxxaxxa
dt

dx

=−−

−−−+−+−=
 

;36335232331
3 fxaxxaxa

dt
dx

=++=   ;141441
4 UfUxa

dt
dx

+=+=  

;54533252551
5 fxaxxaxa

dt
dx

=++=   ;262661
6 UfUxa

dt
dx

+=+=  (7) 

;710739272771
7 fxaxxaxa

dt
dx

=++=   ;383881
8 UfUxa

dt
dx

+=+=  

;98937292991
9 fxaxxaxa

dt
dx

=++=   ;410410101
10 UfUxa

dt
dx

+=+=  

;111411313211211111
11 fxaxxaxa

dt
dx

=++=   ;512512121
12 UfUxa

dt
dx

+=+=  

;131213311213213131
13 fxaxxaxa

dt
dx

=++=   .614614141
14 UfUxa

dt
dx

+=+=  

С системой дифференциальных уравнений (7) связаны векторные 

поля  T
14321   ,  ,  ,  ,)( ffff K=xX ,  

T
1 0 ,0 ,0 ,0 ,0 ,0 ,0 ,0 ,0 ,0,1 ,0 ,0,0=Y , 

T
2 0 ,0 ,0 ,0 ,0 ,0 ,0 ,0,1 ,0 ,0 ,0 ,0 ,0=Y , 

,0 ,0 ,0 ,0 ,0 ,0 ,1,0 ,0 ,0 ,0 ,0 ,0 ,0 T
3 =Y  

,0 ,0 ,0 ,0,1 ,0 ,0,0 ,0 ,0 ,0 ,0 ,0 ,0 T
4 =Y  

,0 ,0,1 ,0 ,0 ,0 ,0,0 ,0 ,0 ,0 ,0 ,0 ,0 T
5 =Y  

,1,0 ,0 ,0 ,0 ,0 ,0,0 ,0 ,0 ,0 ,0 ,0 ,0 T
6 =Y  

которые в пакете Matlab могут быть заданы следующим образом: 

f1 = sym('a11 * x2'); 
f2 = sym('a21 * x3 * x4 - a22 * x5 * x6 + a23 * x7 * x8 - a24 * x9 * x10 + a25 * 
x11 * x12 - a26 * x13 * x14 - a27 - a28 * x2 - a29 * x2^2'); 
f3 = sym('a31 * x3 + a32 * x2 * x5 + a33 * x6'); 
f4 = sym('a41 * x4'); 
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f5 = sym('a51* x5 + a52 * x2 * x3 + a53 * x4'); 
f6 = sym('a61 * x6'); 
f7 = sym('a71 * x7 + a72 * x2 * x9 + a73 * x10'); 
f8 = sym('a81 * x8'); 
f9 = sym('a91* x9 + a92 * x2 * x7 + a93 * x8'); 
f10 = sym('a101 * x10'); 
f11 = sym('a111 * x11 + a112 * x2 * x13 + a113 * x14'); 
f12 = sym('a121 * x12'); 
f13 = sym('a131* x13 + a132 * x2 * x11 + a133 * x12'); 
f14 = sym('a141 * x14'); 
X = [f1; f2; f3; f4; f5; f6; f7; f8; f9; f10; f11; f12; f13; f14]; 
Y1 = [0; 0; 0; sym('1'); 0; 0; 0; 0; 0; 0; 0; 0; 0; 0]; 
Y2 = [0; 0; 0; 0; 0; sym('1'); 0; 0; 0; 0; 0; 0; 0; 0]; 
Y3 = [0; 0; 0; 0; 0; 0; 0; sym('1'); 0; 0; 0; 0; 0; 0]; 
Y4 = [0; 0; 0; 0; 0; 0; 0; 0; 0; sym('1'); 0; 0; 0; 0]; 
Y5 = [0; 0; 0; 0; 0; 0; 0; 0; 0; 0; 0; sym('1'); 0; 0]; 
Y6 = [0; 0; 0; 0; 0; 0; 0; 0; 0; 0; 0; 0; 0; sym('1')]; 
x=[sym('x1') 'x2' 'x3' 'x4' 'x5' 'x6' 'x7' 'x8' 'x9' 'x10' 'x11' 'x12' 'x13' 'x14']; 

Система уравнений (7) может быть преобразована к форме 
Бруновского только в случае, если инволютивны распределения 

},,,{span 621
0 YYYM K= , 1M ,,,,,span{ 1621 YLYYY XK= }, 6YLXK  и 
2M  для этой системы [11], где },,,,,{span 654321 YYYYYY  – линейная 

оболочка векторов ,,, 21 KYY 6Y ; kYLX  ( 6 ,1=k ) – производные Ли 

вдоль векторного поля Х векторных полей kY  ( 6 ,1=k ). 
Для проверки возможности преобразования широкого класса 

нелинейных систем управления к канонической форме Бруновского была 
разработана функция involutivity(M, x), проверяющая выполнение 
условий инволютивности последовательности распределений, которая 
возвращает значение "1", если для распределения M условия 
инволютивности выполняются и значение "0" – если нет, функция 
представляет собой следующую последовательность команд: 

function involutive = involutivity(S, x) 
saved_rank = rank(S); 
lenght = size(S, 2); 
for i = 1 : (lenght - 1) 
for j = (i + 1) : lenght 
S = [S difflie(S(:,i), S(:,j), x)];  end 
end 
involutive = saved_rank == rank(S); 
end 
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Проверка инволютивности распределения 0M  в пакете 
моделирования Matlab с использованием описанной выше функции 
осуществляется следующим образом: 

M0 = [Y1, Y2, Y3, Y4, Y5, Y6]; 
involutive = involutivity(M0, x); 
>> involutive = 1 

Поскольку векторные поля )6 ,1(  =iiY  постоянны, то распределение 0M  

– инволютивно и размерность распределения 6dim 0 =M .  
Проанализируем распределение 1M , для этого сначала осуществим 

вычисление производных Ли векторных полей kY   

( 6 ,1=k ) вдоль векторного поля Х с помощью разработанной функции 
Dif_Li(X, Y, x, N), которая возвращает N-ю производную Ли вдоль 
векторного поля Х векторного поля Y, по элементам вектора x. Функция 
вычисления производной Ли представляет собой следующую 
последовательность команд: 

function U = Dif_Li(X, Y, variables, N) 
U(:, 1) = sym(Y); 
for i = 2 : N+2 
U(:, i) = difflie(X, U(:, i - 1 ), variables); end 
end 

Проверка инволютивности распределения 1M  в пакете 
моделирования Matlab с использованием функций Dif_Li и involutivity 
осуществляется следующим образом: 

C1_1 = Dif_Li(X, Y1, x, 2); M1_1 = C1_1(:, 1 : (size(C1_1, 2) - 1)); 
C1_2 = Dif_Li(X, Y2, x, 2); M1_2 = C1_2(:, 1 : (size(C1_2, 2) - 1)); 
C1_3 = Dif_Li(X, Y3, x, 2); M1_3 = C1_3(:, 1 : (size(C1_3, 2) - 1)); 
C1_4 = Dif_Li(X, Y4, x, 2); M1_4 = C1_4(:, 1 : (size(C1_4, 2) - 1)); 
C1_5 = Dif_Li(X, Y5, x, 2); M1_5 = C1_5(:, 1 : (size(C1_5, 2) - 1)); 
C1_6 = Dif_Li(X, Y6, x, 2); M1_6 = C1_6(:, 1 : (size(C1_6, 2) - 1)); 
M1=[M1_1(:,1), M1_2(:,1), M1_3(:,1), M1_4(:,1), M1_5(:,1), M1_6(:,1), 
M1_1(:,2), M1_2(:,2), M1_3(:,2), M1_4(:,2), M1_5(:,2), M1_6(:,2)]; 
involutive = involutivity(M1, x); 
>> involutive = 0 

Проверка условий инволютивности показывает, что распределение 
1M  не является инволютивным, однако проверка всех его 
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подраспределений },,,,,,span{ 654321
1

kk YLYYYYYYM X= , 6 ,1=k , 
показывает, что они являются инволютивными: 

M11=[M1_1(:,1), M1_2(:,1), M1_3(:,1), M1_4(:,1), M1_5(:,1), M1_6(:,1), 
M1_1(:,2)]; 
involutive = involutivity(M11, x); 
>>involutive = 1 

………………………………………………………………… 

M16=[M1_1(:,1), M1_2(:,1), M1_3(:,1), M1_4(:,1), M1_5(:,1), M1_6(:,1), 
M1_6(:,2)]; 
involutive = involutivity(M16, x); 
>>involutive = 1 

Поэтому дополнительные переменные или интеграторы можно вводить в 
любой канал управления. Однако введение одного, двух, трех, четырех 
или пяти интеграторов в любые каналы не позволяет решить проблему 
получения инволютивного распределения 1M  для расширенной системы. 
Распределение 1M  становится инволютивным только при введении 
одного интегратора в каждый канал объекта управления. 

Для расширенной модели объекта управления введем следующие 
обозначения:  

11 xy = ; 22 xy = ; 33 xy = ; 44 xy = ; 15 Uy = ; *
1

5 U
dt

dy
= ; 

56 xy = ; 67 xy = ; 28 Uy = ; *
2

8 U
dt

dy
= ; 

79 xy = ; 810 xy = ; 311 Uy = ; *
3

11 U
dt

dy
= ; 

912 xy = ; 1013 xy = ; 414 Uy = ; *
4

14 U
dt

dy
= ; 

1115 xy = ; 1216 xy = ; 517 Uy = ; *
5

17 U
dt

dy
= ; 

1318 xy = ; 1419 xy = ; 620 Uy = ; .*
6

20 U
dt

dy
=  

В этих обозначениях расширенная модель объекта записывается 
таким образом: 
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1211
1 ϕ== ya

dt
dy ; 

;2
2
22922827191826

1615251312241092376224321
2

ϕ=−−−−

−+−+−=

yayaayya

yyayyayyayyayya
dt

dx

;37336232331
3 ϕ=++= yayyaya

dt
dy  

;45441
4 ϕ=+= yya

dt
dy

 ;0; 5
*
1

5 =ϕ= U
dt

dy
 

;64533252651
6 ϕ=++= yayyaya

dt
dy  

;78761
7 ϕ=+= yya

dt
dy

 ;0; 8
*
2

8 =ϕ= U
dt

dy   

;9137312272971
9 ϕ=++= yayyaya

dt
dy   

;10111081
10 ϕ=+= yya

dt
dy

 ;0; 11
*
3

11 =ϕ= U
dt

dy  

;12109392921291
12 ϕ=++= yayyaya

dt
dy  

;131413101
13 ϕ=+= yya

dt
dy

 ;0; 14
*
4

14 =ϕ= U
dt

dy  

;151911318211215111
15 ϕ=++= yayyaya

dt
dy  

;161716121
16 ϕ=+= yya

dt
dy

 ;0; 17
*
5

17 =ϕ= U
dt

dy  

;181613315213218131
18 ϕ=++= yayyaya

dt
dy  

;192019141
19 ϕ=+= yya

dt
dy

 .0; 20
*
6

20 =ϕ= U
dt

dy  

С этой моделью объекта управления связаны векторные поля: 

; , , , , ,, , , ,  

, , , , , , , , , ,)(
T

20191817161514131211

10987654321

ϕϕϕϕϕϕϕϕϕϕ

ϕϕϕϕϕϕϕϕϕϕ=yY
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 ; 0  ,0  ,0  ,0  ,0  ,0  ,0  ,0  ,0  ,0  ,0  ,0  ,0  ,0  ,0 ,1 ,0  ,0  ,0  ,0 T*
1 =Y  

 ; 0  ,0  ,0  ,0  ,0  ,0  ,0  ,0  ,0  ,0  ,0  ,0  ,1  ,0  ,0 ,0 ,0  ,0  ,0  ,0 T*
2 =Y  

 ; 0  ,0  ,0  ,0  ,0  ,0  ,0  ,0  ,0  ,1  ,0  ,0  ,0  ,0  ,0 ,0 ,0  ,0  ,0  ,0 T*
3 =Y  

 ; 0  ,0  ,0  ,0  ,0  ,0  ,1  ,0  ,0  ,0  ,0  ,0  ,0  ,0  ,0 ,0 ,0  ,0  ,0  ,0 T*
4 =Y  

 ; 0  ,0  ,0  ,1  ,0  ,0  ,0  ,0  ,0  ,0  ,0  ,0  ,0  ,0  ,0 ,0 ,0  ,0  ,0  ,0 T*
5 =Y  

 , 1  ,0  ,0  ,0  ,0  ,0  ,0  ,0  ,0  ,0  ,0  ,0  ,0  ,0  ,0 ,0 ,0  ,0  ,0  ,0 T*
6 =Y  

которые в пакете Matlab могут быть заданы следующим образом: 

f1 = sym('a11 * y2'); 
f2 = sym('a21 * y3 * y4 - a22 * y6 * y7 + a23 * y9 * y10 - a24 * y12 * y13 + a25 
* y15 * y16 - a26 * y18 * y19 - a27 - a28 * y2 - a29 * y2^2'); 
f3 = sym('a31 * y3 + a32 * y2 * y6 + a33 * y7'); 

………………………………………………………………… 

f19 = sym('a141 * y19 + y20'); 
f20 = sym('0'); 
Y_new = [ϕ1; ϕ2; ϕ3; ϕ4; ϕ5; ϕ6; ϕ7; ϕ8; ϕ9; ϕ10; ϕ11; ϕ12; ϕ13; ϕ14; ϕ15; 
ϕ16; ϕ17; ϕ18; ϕ19; ϕ20]; 
Y1_new = [0; 0; 0; 0; sym('1'); 0; 0; 0; 0; 0; 0; 0; 0; 0; 0; 0; 0; 0; 0; 0]; 

………………………………………………………………… 

Y6_new = [0; 0; 0; 0; 0; 0; 0; 0; 0; 0; 0; 0; 0; 0; 0; 0; 0; 0; 0; sym('1')]; 
y_new = [sym('y1') 'y2' 'y3' 'y4' 'y5' 'y6' 'y7' 'y8' 'y9' 'y10' 'y11' 'y12' 'y13' 'y14' 
'y15' 'y16' 'y17' 'y18' 'y19' 'y20']; 

Поскольку вектора *Yk  ( 6 ,1=k ) постоянны, то распределение 

},,,,,{span *
6

*
5

*
4

*
3

*
2

*
1

*0 YYYYYYM =  – инволютивно, что подтверждает и 
программное обеспечение. 

M0_new=[Y1_new,Y2_new, Y3_new,Y4_new,Y5_new,Y6_new]; 
involutive = involutivity(M0_new, y_new); 
>> involutive = 1 

Так как производные Ли вдоль векторного поля Y векторных полей 
*Yk  ( 6 ,1=k ) являются постоянными векторами, то распределение *1M  
для расширенной системы является инволютивным. 

Проверка инволютивности распределения =*2M  
,,,,,,span{ *

6
*

5
*
4

*
3

*
2

*
1 YYYYYY= ,,,,,,, *

1
2*

6
*

5
*
4

*
3

*
2

*
1 YLYLYLYLYLYLYL YYYYYYY  
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},,,, *
6

2*
5

2*
4

2*
3

2*
2

2 YLYLYLYLYL YYYYY , где kYLY
2  ( 6 ,1=k ) – производные Ли 

второго порядка, показывает, что оно не является инволютивным: 

M2_new = [M1_1_new(:,1), M1_2_new(:,1), M1_3_new(:,1), M1_4_new(:,1), 
M1_5_new(:,1), M1_6_new(:,1), M1_1_new(:,2), M1_2_new(:,2), 
M1_3_new(:,2), M1_4_new(:,2), M1_5_new(:,2), M1_6_new(:,2), 
M1_1_new(:,3), M1_2_new(:,3), M1_3_new(:,3), M1_4_new(:,3), 
M1_5_new(:,3), M1_6_new(:,3)]; 
involutive = involutivity(M2_new, y_new); 
>> involutive = 0 

Однако инволютивными являются все подраспределения 
=*2

kM },,,,,,,,span{ *2*
6

*
2

*
1621 kYYYY YLYLYLYLYYY KK , 6 ,1=k , 

распределения *2M : 

M21_new = [M1_1_new(:,1), M1_2_new(:,1), M1_3_new(:,1), M1_4_new(:,1), 
M1_5_new(:,1), M1_6_new(:,1), M1_1_new(:,2), M1_2_new(:,2), 
M1_3_new(:,2), M1_4_new(:,2), M1_5_new(:,2), M1_6_new(:,2), 
M1_1_new(:,3)]; 
involutive = involutivity(M21_new, y_new) 
>> involutive = 1 

………………………………………………………………… 

M26_new = [M1_1_new(:,1), M1_2_new(:,1), M1_3_new(:,1), M1_4_new(:,1), 
M1_5_new(:,1), M1_6_new(:,1), M1_1_new(:,2), M1_2_new(:,2), 
M1_3_new(:,2), M1_4_new(:,2), M1_5_new(:,2), M1_6_new(:,2), 
M1_6_new(:,3)]; 
involutive = involutivity(M26_new, y_new) 
>> involutive = 1 

Этого оказывается достаточно для осуществления динамической 
линеаризации и получения системы линейных дифференциальных 
уравнений в форме Бруновского. На основании теоремы о линейных 
эквивалентах для нелинейных аффинных систем с m управлениями [11], 
получим, что каноническая форма Бруновского имеет шесть клеток, а 
индекс управляемости kmax для данного объекта равен шести. 
Математическая модель объекта управления в форме Бруновского в 
пространстве "вход – состояние" имеет следующий вид: 

 
,  ;  ;  ;  ;  ;

20;  17,  14,  11,  8,  5, ,20 ,1  ,

6
20

5
17

4
14

3
11

2
8

1
5

1

v
dt

dzv
dt

dzv
dt

dzv
dt

dzv
dt
dzv

dt
dz

 iiz
dt
dz

i
i

======

≠== +
 (8) 
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где vj ( 6 ,1=j ) – управления. 
Поскольку модель объекта в форме Бруновского имеет шесть 

клеток, то необходимо определить шесть функций )( yjT  ( 6 ,1=j ), 
преобразующих переменные расширенной модели объекта управления в 
переменные модели в форме Бруновского: 

).(  );(  );(  );(  );(  );( 618515412392611 yyyyyy TzTzTzTzTzTz ======  

Методика определения этих функций известна [8, 11, 13]. В данном 
случае они являются однокомпонентными составляющими вектора 

) ..., , ,( 2021 yyy=y . Из этих функций путем последовательного 

дифференцирования вдоль векторного поля +++= ** UU 2211 YYYY *  
*
6655

*
4433 YYYY UUUU ** ++++  можно получить выражения для 

определения соответственно 5432 ,,,  z z zz  (из функции )(1 yT ), 87   , zz  (из 
функции )(2 yT ), 1110   , zz  (из функции )(3 yT ), 1413   , zz  (из функции 

)(4 yT ), 1716   , zz  (из функции )(5 yT ), 2019   , zz  (из функции )(6 yT ). В 
качестве примера рассмотрим получение зависимостей для определения 
переменных 5432 ,,,  z z zz  с помощью функции )(1 yT .  

Для вычисления функций перехода от переменных расширенной 
нелинейной модели объекта управления к переменным модели в форме 
Бруновского применялась специально разработанная для этого функция 
brunovsky(X, Y, T, x, N), которая дифференцируя функцию T вдоль 
векторных полей X и Y, по элементам вектора x, возвращает для каждой 
клетки формы Бруновского массив из N выражений, связывающих 
переменные в линейной и нелинейной моделях, а также новое 
управление для соответствующей клетки линейной модели в форме 
Бруновского. Функция brunovsky представляет собой следующую 
последовательность команд: 

function [Z, V] = brunovsky(X, Y, T, x, N) 
Z(1, 1) = T; 
for i = 2 : N 
Z(i, 1) = diffvec(Z(i-1, 1), x, 1) * X; end 
V = diffvec (Z(N, 1), x, 1) * X; 
end 

Для исследуемого объекта управления имеем: 11 )( yT =y , поэтому 

11 yz =  и 
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T1 = [sym('y1')]; 
[Z1_2_3_4_5, V1] = brunovsky(Y_new, [Y1_new], T1, y_new, 5); 
Z1_2_3_4_5 = simple(Z1_2_3_4_5) 

Дифференцируя функцию )(1 yT  вдоль векторного поля *Y  и  
учитывая, что 432 ,,  z zz  и их производные не зависят от управлений,  
получим функции перехода к канонической форме Бруновского: 

211

20

1

1
11

1
2

)()()( ya
y

TTT
dt
dzz i

i i
=ϕ

∂
∂

==== ∑
=

yyLyL YY * ; 

=ϕ=ϕ
∂

∂
==== ∑

=
211

20

1

1
2111

2
3

))(()())(( a
y
TyaT

dt
dzz i

i i

yLLyLL Y
YYY *  

);

(
2
22922827

191826161525131224109237622432111

yayaa

yyayyayyayyayyayyaa

−−−

−−+−+−=
 

=ϕ
∂

ϕ∂
=ϕ=== ∑

=
i

i iy
aaT

dt
dzz

20

1

211
2111

23
4

))(()())(( Y
YYY

LLyLL *  

];

)2[(

762211109231143211119182611

1615251113122411121324116722119102311

34211118926111516251122292811

ϕ−ϕ+ϕ+ϕ−
−ϕ+ϕ−ϕ−ϕ−ϕ+

+ϕ+ϕ−ϕ+ϕ+=

yaayaayaayaa
yaayaayaayaayaa

yaayaayaayaaa
 

.
)))(((

))((
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1

1
3

1
34

5 i
i iy

T
T

dt
dzz ϕ

∂

∂
=== ∑

=

yLL
yLL YY

YY

*
*  

Аналогичным образом могут быть получены соотношения для 
определения остальных переменных модели в форме Бруновского. 

На рис. 1 и 2 приведены процессы, полученные с помощью 
математических моделей (7) и (8). 

На рис. 1 с помощью переменных 1x  (модель (7)) и 1z  (модель (8)) 
показано изменение во времени пройденного дизель-поездом расстояния 
при разгоне состава до 60 км/ч на ровном участке железнодорожного 
пути. Как следует из рисунка 1x  ≡ 1z . На рис. 2 показаны изменения 
скорости дизель-поезда, полученные с помощью модели (7), переменная 

2x , и модели (8), переменная 2z . как видно из рисунка 2x  ≡ 2z . Таким 
образом, линейная математическая модель в форме Бруновского (8) 
эквивалентна исходной нелинейной модели объекта (7). 
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Рис. 1. Поведение переменных 1x  и 1z  во времени. 
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Рис. 2. Поведение переменных 2x  и 2z  во времени. 

Выводы. Таким образом, для универсального пакета моделирования 
разработано программное обеспечение, позволяющее автоматизировать 
сложные аналитические преобразования в геометрической теории 
управления при получении из нелинейных математических моделей 
объектов управления эквивалентных линейных моделей в форме 
Бруновского. С помощью разработанного программного обеспечения 
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получена линейная математическая модель движения дизель-поезда в 
канонической форме Бруновского, которая учитывает параллельную 
работу трёх тяговых асинхронных двигателей. Полученная модель может 
использоваться для поиска оптимальных управлений, а также для 
исследования процессов буксования и параллельной работы двигателей. 
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